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Re´sume´
L’objectif de ce travail est de revenir sur le proble`me de la sche´matisation de [6], parti-
culie`rement dans le cas global au-dessus de SpecZ. Pour cela nous de´montrons la conjecture
[15, Conj.2.3.6] qui exprime les groupes d’homotopie de l’affinisation d’un type d’homotopie
simplement connexe et de type fini. Nous en de´duisons plusieurs re´sultats sur le comportement
du foncteur d’affinisation au-dessus de SpecZ, que nous proposons comme une solution au
proble`me de la sche´matisation de Grothendieck.
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Introduction
Dans [6] Grothendieck pre´sente un programme pour appre´hender de manie`re alge´brique les types
d’homotopie : la sche´matisation de la the´orie de l’homotopie. Ce programme, qui reste inacheve´
dans le manuscrit, consiste a` de´finir une notion de type d’homotopie sche´matique au-dessus de Z,
ainsi qu’un foncteur de sche´matisation, qui a` tout espace X associe un type d’homotopie sche´matique
X⊗Z, et qui permette une description purement alge´brique de l’homotopie de X . Plus ge´ne´ralement,
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il doit exister une notion relative a` tout anneau commutatif de base R, de sorte a` ce que l’on retrouve
essentiellement les the´ories d’homotopie rationnelles et p-adiques pour R = Q et R = Fp. Lorsque
R = Z la the´orie des types d’homotopie sche´matiques se doit d’eˆtre, d’apre`s Grothendieck, aussi
proche que possible de celle des types d’homotopie usuels.
Ce programme a e´te´ en partie re´alise´ par plusieurs auteurs, et nous renvoyons en particulier
a` [4, 11, 15] et aux re´sultats spectaculaires de [12]. Dans [15] nous avons propose´ de re´aliser la
sche´matisation des types d’homotopie a` l’aide de la notion de champs affines, qui sont les champs
de´termine´s par leurs alge`bres cosimpliciales de cohomologie. Le foncteur de sche´matisation, au-dessus
d’un anneaux R, quand a` lui est re´alise´ par le foncteur d’affinisation X 7→ (X ⊗ R)uni, qui a` un
espace X associe un champ affine universel construit sur X . Lorsque R = Q nous avons montre´ que
(X⊗Q)uni est un mode`le au type d’homotopie rationnel de X . De meˆme, lorsque R = Fp, (X⊗Fp)
uni
est un mode`le a` la comple´tion p-adique deX . Cependant, la description explicite du champ (X⊗Z)uni,
en particulier de ses groupes d’homotopie, e´tait laisse´e sous forme conjecturale (voir [15, Conj. 2.3.6]).
Dans ce travail nous donnons une preuve de la conjecture [15, Conj. 2.3.6], ce qui ouvre la voie a`
de nombreux re´sultats sur le comportement du foncteur X 7→ (X ⊗Z)uni. Pour cela, nous rappelons
l’existence d’un sche´ma en groupes affine H que nous appelons le groupe additif de Hilbert (voir
de´finition 2.1). Cette terminologie est justifie´e par le fait que l’alge`bre des fonctions sur H est l’alge`bre
des polynoˆmes a` valeurs entie`res, dont une Z-base est fournie par les ce´le`bres polynoˆmes de Hilbert(
X
n
)
. Ce sche´ma en groupes H doit eˆtre pense´ comme une version entie`re de la comple´tion de Malcev
du groupe discret Z, et joue en roˆle central dans l’e´tude de l’affinisation des types d’homotopie.
Notons que les points a` valeurs dans un corps k de H forment ou bien le groupe additif (k,+) lorsque
Q ⊂ k, ou bien le groupe des entiers p-adiques Zp lorsque k est de caracte´ristique p > 0 (voir la
proposition 2.2 et son corollaire 2.3). Les re´sultats principaux de ce travail peuvent alors se re´sumer
de la fac¸on suivante.
Theore`me 0.1 Soit X un espace simplement connexe de type fini.
1. Les faisceaux d’homotopie de (X ⊗ Z)uni sont donne´s par
πi((X ⊗ Z)
uni) ≃ πi(X)⊗H.
2. Le morphisme d’adjonction X −→ (X ⊗ Z)uni(Z) posse`de une re´traction fonctorielle en X.
Cette re´traction pre´serve de plus les morphismes induits sur les groupes d’homotopie.
3. L’∞-foncteur X 7→ (X ⊗Z)uni est fide`le (i.e. injectif sur les groupes d’homotopie des espaces
de morphismes).
4. L’∞-foncteur X 7→ (X ⊗ Z)uni est injectif sur les classes d’e´quivalences d’objets.
Il est inte´ressant de contempler la formule (1) en paralle`le des questions conside´re´es dans [6]. En
effet, une des questions centrales pose´es par Grothendieck est de savoir si les groupes d’homotopie de
la sche´matisation de X doivent posse´der, ou non, des structures de O-modules (en tant que faisceaux
sur le gros site des sche´mas affines). Notre re´sultat re´pond par la ne´gative, mais en revanche montre
que ces groupes d’homotopie posse`dent des structures de H-modules naturels. Le sche´ma en groupes
H est en re´alite´ le groupe additif sous-jacent d’un sche´ma en anneaux, et est de plus muni d’un
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morphisme de faisceaux d’anneaux H −→ O canonique. Nous aimons penser a` H comme au vrai
faisceau structural, que nous proposons d’appeler le faisceau structural de Hilbert.
L’existence de la re´traction (2) est une conse´quence d’une description explicite de l’espace (X ⊗
Z)uni(Z), et icelle est elle-meˆme conse´quence de (1) et de techniques de descentes ade´liques et
fide`lement plate. Cette description est compatible avec le re´sultat analogue dans le cadre des E∞-
alge`bres de´montre´ dans [12, Thm. 0.2], bien que ces deux re´sultats soient inde´pendants l’un de l’autre.
En particulier, nous montrons que le morphisme naturel
MapCAlg∆(C
∗(X,Z),Z) −→ MapE∞(C
∗(X,Z),Z),
qui compare espaces de morphismes pour les anneaux commutatifs cosimpliciaux et pour les E∞-
alge`bres, est toujours une e´quivalence pour X simplement connexe et de type fini. Ceci est tout a` fait
remarquable, e´tant donne´ que l’∞-foncteur de normalisation, des anneaux commutatifs cosimpliciaux
vers les E∞-alge`bres, n’est pas pleinement fide`le en ge´ne´ral. Il est a` noter ici que les points (3) et (4)
sont conse´quences des re´sultats de [12], transporte´s a` l’aide de l’∞-foncteur de normalisation, mais
les preuves que nous en donnons sont diffe´rentes (et inde´pendantes) et se basent sur les re´sultats
(1)− (2) et des techniques ge´ne´rales de la the´orie des champs affines de [15].
Pour terminer cette introduction, signalons d’e´troites relations avec les travaux [4] et [13]. Le
point (1) du the´ore`me 0.1, et la proprie´te´ universelle de l’affinisation, impliquent en particulier que
le morphisme naturel
H∗(K(H, n),O) −→ H∗(K(Z, n),Z)
est un isomorphisme pour tout n. Le membre de droite est la cohomologie usuelle des espaces
d’Eilenberg-MacLane, alors que le membre de gauche se calcule a` l’aide d’un complexe explicite
dont le terme de degre´ p vaut B⊗p
n
, ou` B est l’anneau des fonctions sur H c’est a` dire l’anneau des
polynoˆmes a` valeurs entie`res. Dans [4] l’auteur montre aussi que la cohomologie de K(Z, n), et plus
ge´ne´ralement de tout espace nilpotent de type fini, se calcule a` l’aide de cocycle nume´riques, c’est a`
dire provenant de polynoˆmes a` valeurs entie`res. Il y a fort a` parier que nos re´sultats sont ainsi tre`s
proches de ceux de [4], bien que la diffe´rence de contextes rende une comparaison pre´cise mal aise´e.
Par ailleurs, le point (1) de notre the´ore`me 0.1 implique en particulier que (S1 ⊗ Z)uni ≃ K(H, 1).
Cette formule est de´ja` de´montre´e dans [13], tout au moins dans un cadre p-local. La preuve que nous
en donnons (voir le corollaire 3.4) suit la meˆme strate´gie mais demande une e´tude plus fine pour trai-
ter le cas global sur Z. Notons aussi que dans [13] le champ K(H, 1) est l’objet sous-jacent du cercle
filtre´, qui joue un roˆle crucial pour la construction de la fameuse filtration HKR. Cette filtration est
ici induite par la filtration naturelle sur le groupe H, qui sur son anneau de fonctions n’est autre que
la filtration induite par le degre´ des polynoˆmes. Cela sugge`re que le cercle filtre´ de [13] n’est qu’un
cas particulier d’une filtration qui existe naturellement sur le champ (X ⊗Z)uni pour tout espace X ,
et dont la filtration induite sur le groupes d’homotopie serait celle induite par la filtration existante
sur H a` travers la formule (1) du the´ore`me 0.1. Ce point particulier n’est pas traite´ dans ce travail
et fera l’objet d’investigations futures.
Remerciements : Je remercie tout particulie`rement Joseph Tapia, pour de tre`s nombreuses
discussions sur les vecteurs de Witt, qui m’ont, au cours de ces anne´es, convaincus de leur importance
pour la question de la sche´matization des types d’homotopie de [6]. Je remercie chaleureusement Tasos
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Moulinos et Marco Robalo, dont les multiples discussions sur le cercle filtre´ de [13] ont e´te´ sources
d’inspiration pour un certain nombre de preuves des re´sultats de ce travail.
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1 Rappels sur les champs affines
On note StZ l’∞-cate´gorie des champs fpqc sur le gros site des sche´mas affines. On rappelle que
l’∞-cate´gorie des champs affines (au-dessus de SpecZ) est la plus petite sous-∞-cate´gorie pleine de
StZ qui contient les champs K(Ga, n) pour tout n ≥ 0 et qui est stable par limite homotopiques
(U-petites, voir notre appendice A). Cette ∞-cate´gorie sera note´e ChAff ⊂ StZ.
On dispose d’une∞-foncteur de sections globales Γ = (−)(Z) : ChAff −→ Top, de l’∞-cate´gorie
des champs affines vers celle des types d’homotopie, qui a` un champ F , vue comme foncteur sur la
cate´gorie des anneaux commutatifs, associe F (Z). L’∞-foncteur d’affinisation est l’adjoint a` gauche
du foncteur Γ
(−⊗ Z)uni : Top −→ ChAff.
L’existence de cet ∞-foncteur (modulo des questions d’univers que nous ignorons ici) est de´montre´e
dans [15], et on peut voir qu’il est donne´ explicitement par la formule suivante
(X ⊗ Z)uni = RSpecC∗(X,Z).
Ici, C∗(X,Z) de´signe l’anneau cosimplicial commutatif de cohomologie de X , qui est concre`tement
donne´ par le diagramme cosimplicial [n] 7→ ZXn , ou` Xn est l’ensemble des n-simplexes de X .
Le spectre RSpecC∗(X,Z) est quand a` lui le foncteur sur les anneaux commutatifs de´fini par
RSpecC∗(X,Z)(R) = Map(C∗(X,Z), R), ou` le Map du membre de droite de´signe ici le mapping
space de la cate´gorie de mode`les des anneaux cosimpliciaux commutatifs (ou de manie`re e´quivalente
les espaces de morphismes de l’∞-cate´gorie d’iceux). L’ensemble simplicial Map(C∗(X,Z), R) se
de´crit explicitement comme Hom(Q(C∗(X,Z)), C∗(∆∗, R)), ou` Q est un foncteur de remplacement
cofibrant, et C∗(∆∗, R) est l’objet simplicial (dans la cate´gorie des anneaux commutatifs cosimpli-
ciaux) donne´ par [n] 7→ C∗(∆n, R).
Nous rappelons enfin les faits suivants de´montre´s dans [15].
1. La sous-∞-cate´gorie ChAff ⊂ StZ est stable par limites homotopiques arbitraires (U-petites).
2. Un champ F ∈ StZ est affine si et seulement s’il existe un anneau commutatif cosimplicial R
∗
et une e´quivalence F ≃ RSpecR∗.
3. Les champs K(Ga, n) sont affines pour tout n ≥ 0, et sont de plus donne´s par K(Ga, n) ≃
RSpecZ[xn], ou` Z[xn] est l’anneau commutatif cosimplicial libre sur un ge´ne´rateur en degre´
n.
4. Pour tout espace X simplement connexe et de type fini (i.e. πi(X) est de type fini pour tout
i > 1) le morphisme naturel
X −→ (X ⊗ Z)uni(Q)
identifie (X ⊗Z)uni(Q) avec la rationalisation XQ de X . C’est a` dire que les groupes d’homo-
topie de (X ⊗ Z)uni(Q) sont les rationalise´s de ceux de X .
4
5. Pour un espace X simplement connexe et de type fini et tout corps alge´briquement clos k de
caracte´ristique p > 0 le morphisme naturel
X −→ (X ⊗ Z)uni(k)
identifie (X ⊗ Z)uni(k) avec la comple´tion p-adique Xp de X . C’est a` dire que les groupes
d’homotopie de (X ⊗Z)uni(k) sont les comple´te´s p-adiques de ceux de X . Plus pre´cise´ment le
champ (X ⊗ k)uni est constant de fibre l’espace Xp, comple´te´ p-adique de X (voir corollaire
B.3).
2 Le groupe additif de Hilbert H
On note B le sous-anneau de Q[X ] forme´ des polynoˆmes P tels que P (Z) ⊂ Z. L’anneau B est
l’anneau binomial libre sur un ge´ne´rateur, et l’on renvoie a` [5] pour la notion ge´ne´rale d’anneaux
binomiaux. On rappelle que B est un Z-module libre de base les polynoˆmes de Hilbert(
X
n
)
:=
X(X − 1). . . . .(X − n+ 1)
n!
.
L’anneau B est une Z-alge`bre de Hopf pour la comultiplication induite par la comultiplication
usuelle sur Q[X ] qui envoie X sur X ⊗ 1 + 1 ⊗ X . L’alge`bre de Hopf B n’est autre que le dual
Z-line´aire de l’alge`bre de Hopf comple`te correspondant au groupe formel Gˆm.
De´finition 2.1 Le groupe additif de Hilbert H est le sche´ma en groupes sur SpecZ de´fini par
H := SpecB.
On note que H est par de´finition un sche´ma en groupes affine et plat au-dessus de SpecZ. Il
s’agit du dual de Cartier du groupe formel Gˆm (voir [2]). Ses fibres au-dessus de corps peuvent eˆtre
de´crites explicitement comme suit. Soit k un corps de caracte´ristique p ≥ 0. Ou bien p = 0 et alors
H⊗Z k est isomorphe au groupe additif Ga,k au-dessus de Spec k. Ou bien p > 0 et alors H⊗Z k est
isomorphe au groupe proe´tale Zˆp des entiers p-adiques (voir le corollaire 2.3 pour une preuve de ce
fait).
Il existe une de´finition alternative de H comme vecteurs de Witt fixes par tous les endomorphismes
de Frobenius. On note, pour tout anneau commutatif R, W(R) l’anneau des gros vecteurs de Witt a`
coefficients dans R (voir par exemple [7]). Le foncteur R 7→ W(R) est repre´sentable par un sche´ma
affine, et nous conside´rerons principalement W comme un sche´ma en groupes affines (au-dessus de
SpecZ) pour la loi additive. On rappelle que le groupe W(R) s’identifie au groupe multiplicatif
1 + TR[[T ]], des se´ries formelles a` coefficients dans R de termes constants e´gaux a` 1.
Le foncteurW est muni, pour chaque entier n > 0, d’un endomorphisme de Frobenius Fn :W −→
W. Cet endomorphisme est caracte´rise´ par sa fonctorialite´ en R, la formule Fn(1− aT ) = (1− a
nT )
pou tout a ∈ R, et sa compatibilite´ avec la topologie naturelle sur W(R) (topologie produit). Les
endomorphismes Fn ve´rifient de plus la formule FnFm = Fnm, et en particulier commutent entre eux.
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Proposition 2.2 Il existe un monomorphisme
j : H →֒W
qui identifie H au sous-foncteur des points fixes simultane´s des endomorphismes Fn : pour tout anneau
R l’image j(H(R)) consiste en tous les x ∈W(R) tels que Fn(x) = x pour tout entier n > 0.
Preuve : L’anneau O(H) est l’anneau binomial libre a` un ge´ne´rateur Bin(Z) au sens de [5]. On
rappelle alors que le foncteur d’oubli des anneaux dans les anneaux binomiaux posse`de un adjoint a`
droite, qui a` R associe le sous-anneau W(R)F de W(R) forme´ des points fixes de tous les Frobenius
(voir [5, Thm. 9.1 (3)]). Ainsi, on a des bijections fonctorielles en R
H(R) ≃ Hom(Bin(Z), R) ≃ HomBin(Bin(Z),W(R)
F ) ≃ Hom(Z,W(R)F ) ≃W(R)F ,
ou` les Hom de´signent ici les ensembles de morphismes d’anneaux et HomBin ceux d’anneaux bino-
miaux.
En termes plus explicite, cela fournit un isomorphisme de foncteurs en groupes H ≃ WF ⊂ W
qui peut se de´crire de la manie`re suivante. Un e´le´ment de H(R) n’est autre qu’une suite d’e´le´ments
(a1, a2, . . . , an, . . . ) qui ve´rifient les relations binomiales (voir par exemple [5, Lem. 3.3]). A` une telle
suite la bijection pre´ce´dente associe le vecteur de Witt
(1− T )a∗ :=
∑
i
(−1)iaiT
i ∈W(R).

La proposition 2.2 permet de pre´ciser la structure du sche´ma en groupes H localement autour
d’un nombre premier fixe´ p. Nous savons, d’apre`s [8, Prop. 6], que le sche´ma en groupes WZp :=
W× SpecZp, restriction de W au-dessus de SpecZ(p), se de´compose en un produit infini
WZp ≃
∏
p∤n
Wp∞,
ou` Wp∞ est le sche´ma en groupes des vecteurs de Witt p-typiques. Les Frobenius Fn ope`rent sur ce
produit de la manie`re suivante. Si n est premier a` p, alors Fn ope`re sur une suite d’e´le´ments (ai)p∤i
par le formule Fn(a∗)i := ani. De plus, Fp ope`re de manie`re diagonale par le p-e`me Frobenius sur
Wp∞.
Ainsi, la proposition 2.2 montre que le sche´ma en groupes HZp , restriction de H au-dessus de
SpecZ(p), est canoniquement isomorphe au groupe des points fixes de Fp ope´rant surWp∞. Le sche´ma
en groupes HZ(p) est ainsi isomorphe au sche´ma en groupes conside´re´ dans [13], et note´ Fix.
Corollaire 2.3 Pour tout premier p et tout entier n, soit HZ/pn la restriction de H au-dessus de
SpecZ/pn. On dispose d’un isomorphisme de faisceaux fpqc au-dessus de SpecZ/pn
HZ/pn ≃ Zp = lim
k
Z/pk,
ou` le membre de droite est le faisceau fpqc constant associe´ au groupe profini Zp des entiers p-adiques.
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Preuve : On sait qu’il existe une suite exacte
0 // HZ/pn //Wp∞
Id−Fp //Wp∞
Le morphisme Id − Fp est un morphisme formellement e´tale de sche´mas affines et plats sur Z/p
n,
car cela peut se tester au-dessus du corps re´siduel Fp pour lequel la de´rive´e de Id − Fp est partout
l’identite´. On a donc que HZ/pn est un sche´ma en groupes affine plat et formellement e´tale au-dessus
de Z/pn. Or, le foncteur de changement de bases le long de Z/pn −→ Fp induit une e´quivalence de
cate´gories entre les cate´gories des sche´mas affines plats et formellement e´tales sur Z/pn et sur Fp.
Ainsi, comme HFp est constant de fibre Zp, il en est de meˆme de HZ/pn . 
3 L’affinisation de K(Z, n)
Nous avons vu que H s’identifie au sous-groupeWF ⊂W des points fixes simultane´s des Frobenius
Fn. Ceci va maintenant nous permettre de de´montrer la proposition suivante.
Proposition 3.1 Le champ K(H, n) est un champ affine au sens de [15].
Preuve : On ordonne les nombres premiers 2 = p2 < p3 < p4 · · · < pk < pk+1 . . . . Pour un entier
k ≥ 2 le sous-foncteur en groupes Hk ⊂W est alors de´fini comme les points fixes de tous les Frobenius
Fpi avec i ≤ k. On dispose ainsi d’une suite de´croissante de sous-foncteurs en groupes
H ⊂ · · · ⊂ Hk ⊂ Hk−1 ⊂ · · · ⊂ H1 :=W.
Il s’agit d’une suite de sous-sche´mas en groupes affines, ferme´s dans W, et par de´finition nous avons
un isomorphisme de faisceaux fpqc
H ≃ lim
k
Hk.
Nous utiliserons a` plusieurs reprises le re´sultat suivant.
Lemme 3.2 Soit f : X −→ Y un morphisme de sche´mas affines et plats sur Z. Si pour tout corps
k le morphisme induit par changement de bases
X × Spec k −→ Y × Spec k
est plat (resp. fide`lement plat), alors f est plat (resp. fide`lement plat).
Preuve du sous-lemme : Notons X × Spec k par Xk, et de meˆme Y × Spec k par Yk (pour tout
corps k). De meˆme notons X = SpecB et Y = SpecA.
Soit A→ B le morphisme d’anneaux correspondant a` f et M un A-module et commenc¸ons pas
l’e´nonce´ de platitude. Il nous faut donc montrer que le complexe N :=M⊗LAB est cohomologiquement
concentre´ en degre´ ze´ro. Pour cela, on prend tout d’abord k = Q, et on voit que N ⊗Z Q est
cohomologiquement concentre´ en degre´ 0. Ainsi, les groupes de cohomologie H i(N) ≃ H i(M) ⊗ Q
sont tous nuls pour i < 0, et ainsi H i(M) est de torsion pour i < 0.
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De plus, l’hypothe`se implique que XFp est plat sur YFp, et la formule du changement de base
montre alors que N ⊗LZ Z/p est cohomologiquement concentre´ en degre´s [−1, 0] pour tout premier p.
Ceci montre tout d’abord que N est lui-meˆme cohomologiquement concentre´ en degre´ [−1, 0]. Par
ailleurs, comme complexe de groupe abe´lien on a N ≃ H−1(N)[1]⊕H0(N) avec H−1(N) de torsion.
Supposons H−1(N) 6= 0. Alors il posse`de un e´le´ment non-nul et de p-torsion pour un certain premier
p. Comme H−2(N⊗LZZ/p) contient Tor1(H
−1(N),Z/p) en facteur direct il est donc lui aussi non-nul,
ce qui est une contradiction. Ainsi H−1(N) = 0 et on a donc bien que A→ B est plat. Enfin, pour
l’e´nonce´ de fide`le platitude, on sait de´ja` que f est plat et il reste donc a` voir la surjectivite´ de f sur
les points a` valeurs dans des corps. Mais ceci est clairement une conse´quence de l’hypothe`se. 
Pour tout k, on dispose d’une suite exacte de faisceaux abe´liens
0 // Hk // Hk−1
Id−Fpk// Hk−1.
La de´composition en produit infiniWFp ≃
∏
p∤nWp∞ comme sche´ma en groupes au-dessus de SpecFp,
et la description de Frobenius sur ce produit (voir la discussion avant le corollaire 2.3) montrent que
la suite exact ci-dessus devient aussi exacte a` droite lorsque restreinte a` Fp. Une application du lemme
3.2 montre que pour tout k le morphisme Id − Fpk est fide`lement plat et l’on dispose ainsi d’une
suite exacte courte de faisceaux fpqc
0 // Hk // Hk−1
Id−Fpk// Hk−1 // 0.
Par re´currence sur k cela montre aussi que tous les Hk sont des sche´mas en groupes affines et plats
sur SpecZ.
Lemme 3.3 Pour tout n ≥ 1, le morphisme naturel
K(H, n) −→ ho lim
k
K(Hk, n)
est un e´quivalence de champs.
Preuve du lemme : Commenc¸ons par remarquer que le foncteur de faisceautisation pour la to-
pologie fpqc commute avec tout type de limites de´nombrables. Il commute aussi avec les foncteurs
de´rive´s limi pour les diagrammes de´nombrables (voir l’appendice A pour ces deux assertions). En
particulier, pour une tour de morphismes entre faisceaux en groupes abe´liens
. . . // Fk // Fk−1 // . . . // F1
les morphismes naturels
a(lim
k
Fk) −→ lim
k
Fk a(lim
k
iFk) −→ lim
k
iFk
sont des isomorphismes de faisceaux (ou` le limi de droite est calcule´ dans la cate´gorie abe´lienne des
faisceaux fpqc abe´liens et ceux du membre de gauche dans la cate´gorie des pre´faisceaux abe´liens). En
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particulier, (limik Fk) ≃ lim
i
k Fk = 0 pour tout i > 1. Les faisceaux d’homotopie non-nuls du champ
ho limkK(Hk, n) sont donc ainsi concentre´s en degre´s n et n− 1 et sont donne´s par
πn(holimkK(Hk, n)) ≃ H πn−1(holimkK(Hk, n)) ≃ lim
k
1(Hk).
Le morphisme dont il est question dans l’e´nonce´ du lemme induit un isomorphisme sur les faisceaux
πn, et il nous reste donc a` voir que limk
1Hk ≃ 0.
Soit N+ la cate´gorie des entiers naturels strictement positifs ordonne´s par l’ordre inverse de l’ordre
usuel. On dispose de trois N+-diagramme de faisceaux fpqc abe´liens , a` savoir k 7→ Hk, k 7→W/Hk et
le diagramme constant e´gal a` W. Notons respectivement par H∗, W/H∗ et W ces trois diagrammes,
de sorte qu’ils soient relie´s par une suite exacte courte
0 // H∗ //W //W/H∗ // 0 .
La suite exacte longue sur les foncteurs de´rive´s de la limite le long de N+ nous donne alors une suite
exacte de faisceaux abe´liens
H = limkHk //W // limk(W/Hk) // lim
1
kHk // 0.
Rappelons que l’on a une suite exacte courte
0 // Hk // Hk−1
Id−Fpk// Hk−1 // 0,
et donc des isomorphismes Hk/Hk−1 ≃ Hk. De plus, le morphisme Id−Fpk est fide`lement plat. Ainsi,
les faisceaux Hk/Hk−1 sont tous repre´sentables par des sche´mas affines et plats, ce qui implique par
re´currence sur k que W/Hk est, lui aussi, repre´sentable par un sche´ma affine et plat. Le morphisme
induit sur la limite W −→ limk(W/Hk) est ainsi un morphisme de sche´mas en groupes affines et
plats sur SpecZ.
Nous appliquons maintenant le lemme 3.2 au morphisme W −→ limk(W/Hk). Ce morphisme
induit au-dessus de chaque corps un morphisme fide`lement plat de sche´mas en groupes. En effet,
au-dessus d’un corps k le sche´ma en groupes W se de´compose en un produit infini qui se de´crit
suivant la caracte´ristique de k (voir le paragraphe avant le corollaire 2.3). Il est aise´ de voir, a` l’aide
de ces deux descriptions, que, pour tout corps k, le morphisme de sche´mas en groupes
W× Spec k −→ lim
k
(W/Hk)× Spec k
est un e´pimorphisme (pour la topologie fpqc) de sche´mas en groupes affines, et donc est un mor-
phisme fide`lement plat de sche´mas. Le lemme 3.2 implique ainsi que W −→ limk(W/Hk) est un
morphisme fide`lement plat de sche´mas en groupes affines sur SpecZ, et donc un e´pimorphisme de
faisceaux fpqc. Ainsi, nous avons un isomorphisme de faisceauxW/H ≃ limk(W/Hk), ce qui implique
que lim1k(Hk) = 0 comme convenu. 
Nous revenons a` la preuve de la proposition 3.1. Nous avons vu l’existence d’une suite de fibration
de champs affines
K(Hk, n) −→ K(Hk−1, n) −→ K(Hk−1, n).
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Comme les champs affines sont stables par limites homotopiques (voir [15]) on voit par re´currence
sur k, que K(Hk, n) est un champ affine pour tout k. Enfin, K(H, n) e´tant la limite homotopique des
K(Hk, n), on en de´duit que K(H, n) est un champ affine, ce qui ache`ve la preuve de la proposition
3.1. 
La proposition 3.1 posse`de la conse´quence importante suivante, qui re´pond a` la conjecture [15,
Conj. 2.3.6]. Notons que W recoit un unique morphisme additif Z −→ W donne´ par l’unite´ dans
l’anneau W(Z). Cet unite´ appartient a` H et on a donc ainsi un morphisme canonique de faisceaux
en groupes Z −→ H. Par construction, ce morphisme envoie un entier n sur la se´rie (1− T )n ∈ H(Z)
et fournit un isomorphisme sur les sections globales Z ≃ H(Z).
Corollaire 3.4 Soit n ≥ 1. Le morphisme canonique Z −→ H induit un morphisme de champs
K(Z, n) −→ K(H, n)
qui fait de K(H, n) l’affinisation de K(Z, n) au-dessus de SpecZ. En d’autres termes, le morphisme
induit en cohomologie H∗(K(H, n),O) −→ H∗(K(Z, n),Z) est un isomorphisme.
Preuve : Nous savons de´ja` que K(H, n) est un champ affine, et il nous faut donc montrer que le
morphisme induit sur les complexes de cohomologie
C∗(K(Z, n),Z) −→ C∗(K(H, n),O)
est un quasi-isomorphisme.
Commenc¸ons par le cas n = 1. Dans ce cas, la formation du complexe C∗(K(H, 1),O) est com-
patible aux changement de bases le long des morphismes Z −→ Fp et Z −→ Q. En effet, comme
K(H, 1) est le quotient de SpecZ par H, le complexe C∗(K(H, 1),O) peut se repre´senter comme le
complexe de cohomologie de Hochschild
Z // B // B⊗2 // . . . // B⊗n // B⊗n+1 // . . . ,
ou` B = O(H) est l’alge`bre de Hopf des polynoˆmes a` valeurs entie`res, et ou` la diffe´rentielle est induite
par la comultiplication B −→ B⊗2 (voir [3, §III]). Cette pre´sentation, et la platitude de B sur Z,
implique que les morphismes induits
C∗(K(H, 1),O)⊗Q −→ C∗(K(HQ, 1),O)
C∗(K(H, 1),O)⊗ Fp −→ C
∗(K(HFp, 1),O)
sont tous deux des quasi-isomorphismes (ou` l’on a note´ Hk := H × Spec k pour un corps k). Ainsi,
pour ve´rifier que le morphisme C∗(K(Z, 1),Z) −→ C∗(K(H, 1),O) est un quasi-isomorphisme, il
suffit de montrer l’e´nonce´ analogue pour les champs K(HQ, 1) et K(HFp, 1). Or, ces champs sont
respectivement K(Ga, 1) et K(Zp, 1). Ainsi, le corollaire pour n = 1 se de´duit du fait que l’on sait
de´ja` que les morphismes naturels
K(Z, 1) −→ K(Ga, 1) K(Z, 1) −→ K(Zp, 1)
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sont des affinisations au-dessus de Q et des corps finis Fp respectivement (voir [15]).
Enfin, le cas n > 1 se re´duit au cas n = 1 de la manie`re suivante. On remarque que K(H, n) et
K(Z, n) sont tous deux les classifiants des champs en groupes K(H, n− 1) et K(Z, n− 1). Ainsi, les
complexes de cohomologie C∗(K(Z, n),Z) et C∗(K(H, n),O) s’e´crivent comme des limites homoto-
piques
C∗(K(Z, n),Z) ≃ ho lim
k∈∆
C∗(K(Z, n− 1),Z)⊗k
C∗(K(H, n),O) ≃ ho lim
k∈∆
C∗(K(H, n− 1),O)⊗k.
Le morphisme C∗(K(Z, n),Z) −→ C∗(K(H, n),O) e´tant compatible a` ces de´compositions, nous
concluons par re´currence sur n. 
Le corollaire 3.4 posse`de la conse´quence inte´ressante suivante.
Corollaire 3.5 Il existe un isomorphisme d’alge`bres de Hopf
O(H) ≃ Z⊗LC∗(S1,Z) Z
(en particulier le membre de droite est cohomologiquement concentre´ en degre´ 0).
Preuve : En effet, on a un carre´ homotopiquement carte´sien de champs affines
H //

SpecZ

SpecZ // K(H, 1).
En en prenant les alge`bres cosimpliciales de cohomologie, et en utilisant le corollaire 3.4 on trouve
un carre´ homotopiquement cocarte´sien d’alge`bres cosimpliciales commutatives
O(H) Zoo
Z
OO
C∗(S1,Z)
OO
oo
ce qu’il fallait de´montrer. 
Il est possible de poursuivre dans la direction du corollaire 3.5 pour obtenir une interpre´tation tan-
nakienne du sche´ma en groupes H. Pour cela on conside`re QCoh(S1) l’∞-cate´gorie des complexes de
faisceaux abe´liens sur le cercle S1 dont les faisceaux de cohomologie sont localement constants. C’est
une ∞-cate´gorie Z-line´aire et syme´trique mono¨ıdale. On conside`re la sous-∞-cate´gorie syme´trique
mono¨ıdale QCohuni(S1) engendre´e par colimites et de´calage par l’unite´ O. Cette ∞-cate´gorie peut
aussi s’e´crire de la forme D(A), l’∞-cate´gorie des complexe de A-dg-module, ou` A = C∗(S1,Z) vue
comme E∞-alge`bre. Le foncteur fibre QCoh(S
1) −→ QCoh(SpecZ) = D(Z) induit un ∞-foncteur
Z-line´aire et syme´trique mono¨ıdal
ω : QCohuni(S1) −→ D(Z).
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Il s’agit, a` l’aide de l’identification QCohuni(S1) ≃ D(A), du changement de bases le long de l’aug-
mentation naturelle A −→ Z.
Pour tout anneau commutatif R, on dispose de la composition
ω ⊗R : QCohuni(S1) −→ D(Z) −→ D(R),
qui est encore un ∞-foncteur Z-line´aire et syme´trique mono¨ıdal. On dispose d’une suite exacte
d’espaces de morphismes
MapQCohuni(S1)(D(Z),D(R)) //MapD(Z)(D(Z),D(R)) //MapD(Z)(QCoh
uni(S1),D(R))
ou` la fibre est prise au point ω⊗R, etMapC de´signe ici l’espace des∞-foncteurs continus syme´triques
monoidaux au-dessus d’une ∞-cate´gorie syme´trique mono¨ıdale fixe´e C. Comme le terme du milieu
est clairement contractile, nous trouvons une e´quivalence fonctorielle en R
aut⊗(ω ⊗ R) ≃MapQCohuni(S1)(D(Z),D(R)).
Par ailleurs, l’∞-foncteur A 7→ D(A), depuis les E∞-alge`bres vers les ∞-cate´gories mono¨ıdales
syme´triques pre´sentables, est pleinement fide`le (voir [9]). Ainsi, le membre de droite de l’e´quivalence
ci-dessus se de´crit par
MapQCohuni(S1)(D(Z),D(R)) ≃Map(Z ⊗
L
A Z, R) ≃ H(R).
En somme, nous avons montre´ que le foncteur R 7→ aut⊗(ω⊗R), des auto-e´quivalences syme´triques
mono¨ıdaux de ω, est repre´sentable par le sche´ma en groupes H. Un fait que nous pouvons re´sumer
par : le sche´ma en groupes H est le dual de Tannaka des syste`mes locaux unipotents sur S1.
4 Faisceaux d’homotopie de l’affinisation
On rappelle qu’un espace (connexe et) simplement connexe X ∈ Top est de type fini si les groupes
d’homotopie πi(X) sont tous de type fini. L’e´nonce´ suivant est le the´ore`me central de cet article.
Theore`me 4.1 Soit X un espace simplement connexe et de type fini. Alors le morphisme naturel
X −→ (X ⊗ Z)uni induit, pour tout i, des isomorphismes de faisceaux en groupes
πi(X)⊗Z H ≃ πi((X ⊗ Z)
uni).
Preuve : Nous de´montrons ce corollaire par une re´currence sur la tour de Postnikov de X
X // . . . // Xn // Xn−1 // . . . X2 // X1 = ∗.
Nous commenc¸ons ainsi par traiter le cas des espaces d’Eilenberg-MacLane. Notons que le the´ore`me
implique en particulier, que si X est de plus n-tronque´ (i.e. πi(X) = 0 pour i > n), alors le champ
(X ⊗ Z)uni est lui-meˆme n-tronque´.
Lemme 4.2 Soit π un groupe abe´lien de type fini. Alors, pour tout n > 1, on a une e´quivalence
naturelle de champs
(K(π, n)⊗ Z)uni ≃ K(π ⊗H, n).
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Preuve du lemme : Lorsque π = Z ce lemme est la proposition 3.1. Le cas π = Zm s’en de´duit
aise´ment par Kunneth
(K(Z, n)m ⊗ Z)uni ≃ RSpec (C∗(K(Z, n),Z)⊗m) ≃ RSpec (C∗(K(Z, n),Z))×m ≃ K(π ⊗H, n).
Dans le cas ge´ne´ral, toujours par l’argument de Kunneth, il nous reste a` traiter le cas π = Z/m d’un
groupe cyclique. Dans ce cas, on dispose d’un carre´ homotopiquement carte´sien
K(π, n) //

•

K(Z, n + 1)
×m
// K(Z, n+ 1).
Nous sommes dans les conditions d’applications du the´ore`me d’Eilenberg-Moore rappele´ dans l’ap-
pendice A, et ainsi le carre´ pre´ce´dent induit un carre´ homotopiquement cocarte´sien d’alge`bres co-
simpliciales commutatives
C∗(K(Z, n + 1),Z) //

C∗(K(Z, n+ 1),Z)

Z // C∗(K(π, n),Z).
En en prenant les spectres correspondants, et en utilisant le cas de´ja` connu de π = Z, on trouve un
carre´ homotopiquement carte´sien de champs affines
(K(π, n)⊗ Z)uni //

•

K(H, n + 1)
×m
// K(H, n + 1).
La suite exacte longue en homotopie, et le fait que H(R) soit un groupe sans torsion (car sous-groupe
de W(R)) implique que l’on a un isomorphisme naturel
πn((K(π, n)⊗ Z)
uni) ≃ π ⊗H.
Ceci termine la preuve du lemme. 
Le lemme implique l’e´nonce´ du the´ore`me pour des espaces tronque´s X , par une re´currence simple
le long de la tour de Postnikov de X . En effet, on a pour tout k ≥ 3 un carre´ homotopiquement
carte´sien
Xk //

•

Xk−1 // K(πk, k + 1),
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avec πk un groupe abe´lien de type fini. Le the´ore`me de Eilenberg-Moore A.1 s’applique, et donne
comme pre´ce´demment un carre´ homotopiquement cocarte´sien sur les alge`bres cosimpliciales de co-
homologie. Par le lemme pre´ce´dent, le diagramme induit sur leurs spectres est alors un carre´ homo-
topiquement carte´sien de champs affines
(Xk ⊗ Z)
uni //

•

(Xk−1 ⊗ Z)
uni // K(πk ⊗H, k + 1).
La proposition s’en suit par re´currence et la suite exacte longue en homotopie.
Enfin, pour un espace simplement connexe de type fini X ge´ne´ral, on e´crit X = ho limnXn
comme limite homotopique de ses tronque´s. En particulier, on a C∗(X,Z) ≃ colimnC
∗(X,Z), et donc
(X ⊗Z)uni ≃ ho limn(Xn⊗Z)
uni. Nous connaissons de´ja` la proposition pour chacun des Xn, et pour
conclure il nous suffit donc de montrer que le morphisme naturel
(X ⊗ Z)uni −→ (Xn ⊗ Z)
uni
induit des isomorphismes sur les faisceaux d’homotopie πi de`s que i ≤ n. Or, les pre´faisceaux d’ho-
motopie du champ (X ⊗ Z)uni entre dans des suites exactes courtes
0 // πpri ((X ⊗ Z)
uni) // limn π
pr
i ((Xn ⊗ Z)
uni) // lim1n π
pr
i+1((Xn ⊗ Z)
uni) // 0.
Comme le foncteur faisceau fpqc associe´ commute aux limn et lim
1
n (voir corollaire B.2), on trouve
des suites exactes de faisceaux
0 // πi((X ⊗ Z)
uni) // limn πi((Xn ⊗ Z)
uni) // lim1n πi+1((Xn ⊗ Z)
uni) // 0.
Or, le syste`me n 7→ πi+1((Xn ⊗ Z)
uni)) est constant, de valeurs πi+1(X)⊗H, de`s que n ≥ i, et ainsi
le terme lim1 s’annule a` l’aide du nouvelle application du corollaire B.2. On a donc
πi((X ⊗ Z)
uni) ≃ lim
n
πi((Xn ⊗ Z)
uni) ≃ πi((Xn ⊗ Z)
uni)
de`s que n ≥ i. 
Un important corollaire du the´ore`me 4.1 est le fait suivant. Remarquons pour cela que H est le
groupe additif d’un faisceau en anneaux commutatifs, car H(R) s’identifie au sous-anneau de W(R)
forme´ des vecteurs de Witt fixe´s par tous les Frobenius.
Corollaire 4.3 Soit X un espace simplement connexe et de type fini, alors pour tout i le faisceau
en groupes πi((X ⊗ Z)
uni) posse`de une structure naturelle de faisceaux en H-modules.
Un second corollaire, important et que nous utiliserons dans la section suivante, et le phe´nome`ne
de rigidite´ suivant. On note A =Wp∞(k) avec k une extension alge´brique de Fp. C’est un anneau de
valuation discre`te noethe´rien et complet de corps re´siduel k. On note π ∈ A une uniformisante de A.
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Corollaire 4.4 Soit X un espace simplement connexe et de type fini. Alors, pour entier n, les
morphismes
(X ⊗ Z)uni(A) // (X ⊗ Z)uni(A/πn) // (X ⊗ Z)uni(k)
sont des e´quivalences. En d’autres termes le champ (X ⊗ Z)uni, restreint au petit site pro fini-e´tale
de SpecZp est un champ constant de fibre Xp le comple´te´ p-adique de l’espace X.
Preuve du corollaire : Tout d’abord, comme A = limnA/π
n, et que cette limite peut eˆtre comprise
comme une limite homotopique dans les anneaux cosimpliciaux, on a
(X ⊗ Z)uni(A) ≃ ho lim
n
(X ⊗ Z)uni(A/πn).
Il suffit donc de ve´rifier que pour tout n le morphisme (X ⊗ Z)uni(A/πn) −→ (X ⊗ Z)uni(k) est une
e´quivalence. Mais cela se de´duit du the´ore`me 4.1, du corollaire 2.3, et d’un de´vissage de Postnikov
standard. 
5 Proprie´te´s d’injectivite´ du foncteur d’affinisation
Pour terminer, nous allons e´tudier les proprie´te´s de l’∞-foncteur d’affinisation
(−⊗ Z)uni : Toptf≥1 −→ ChAff,
ou` Toptf≥1 ⊂ Top est la sous-∞-cate´gorie pleine des espaces simplement connexes et de type fini. Nous
allons d’abord voir que ce foncteur n’est pas pleinement fide`le, en de´crivant explicitement l’unite´ de
l’adjonction
X −→ (X ⊗ Z)uni(Z).
L’anneau Z entre dans un carre´ carte´sien d’anneaux commutatifs
Z //

Zˆ =
∏
p Zp

Q // A,
ou` A := (
∏
p Zp)⊗Q est l’anneau des ade`les. Ce carre´ est encore homotopiquement carte´sien lorsque
conside´re´ dans l’∞-cate´gorie des anneaux cosimpliciaux, car il induit une suite exacte courte
0 // Z // Q⊕ Zˆ // A // 0.
Ainsi, pour tout champ affine F on a une de´composition naturelle
F (Z) ≃ F (Q)×F (A)
∏
p
F (Zp).
Supposons maintenant que F = (X ⊗Z)uni soit l’affinise´ d’un espace simplement connexe et de type
fini. On sait que H devient naturellement isomorphe au groupe additif sur SpecQ, et ainsi pour tout
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Q-alge`bre R on a H(R) ≃ R. Mieux, Ga ne posse´dant pas de cohomologie sur les sche´mas affines, le
the´ore`me 4.1 nous donne des isomorphismes de groupes abe´liens
πi((X ⊗ Z)
uni(Q)) ≃ πi(X)⊗Q πi((X ⊗ Z)
uni(A)) ≃ πi(X)⊗ A.
Par ailleurs, le corollaire 4.4 implique que le champ (X ⊗ Z)uni, restreint au petit site pro fini-e´tale
de SpecZp, est un champ constant de fibre Xp. En particulier, on trouve une e´quivalence canonique
pour tout premier p
(X ⊗ Z)uni(Zp) ≃ X
S1
p ,
ou` XS
1
p est l’espace des lacets libres dans Xp. On trouve ainsi une de´composition naturelle pour tout
X
(X ⊗ Z)uni(Z) ≃ XQ ×XA
∏
p
XS
1
p ,
ou` XQ est le rationalise´ de X , Xp son comple´te´ p-adique et XA est une notation pour (X⊗Z)
uni(A).
La conclusion de cette discussion est l’e´nonce´ suivant, qui calcule les groupes d’homotopie de
l’espace (X ⊗ Z)uni(Z) en termes de ceux de X .
Corollaire 5.1 Pour X un espace simplement connexe et de type fini on a des isomorphismes fonc-
toriels en X
πi((X ⊗ Z)
uni(Z)) ≃ πi(X)⊕
∏
p
πi+1(X)
∧
p ,
ou` M∧p = limnM/p
n de´signe la comple´tion p-adique d’un groupe abe´lien M .
Preuve : En effet, posons F = (X ⊗ Z)uni. La de´composition
F (Z) ≃ F (Q)×F (A)
∏
p
F (Zp)
induit une suite longue en homotopie de la forme
πi(F (Z)) // πi(F (Q))⊕
∏
p πi(F (Zp))
// πi(F (A)).
Cette suite s’e´crit aussi
πi(F (Z)) // πi(X)Q ⊕
∏
p πi(X)
∧
p ⊕
∏
p πi+1(X)
∧
p
// πi(X)⊗ A,
et donne ainsi lieu a` des suites exactes courtes
0 // πi(F (Z)) // πi(X)Q ⊕
∏
p πi(X)
∧
p ⊕
∏
p πi+1(X)
∧
p
// πi(X)⊗ A // 0.
Comme le morphisme
∏
p πi+1(X)
∧
p −→ πi(X) ⊗ A est trivial par construction, on en de´duit le co-
rollaire. 
Une conse´quence inte´ressante du corollaire pre´ce´dent est la formule suivante, qui donne un calcul
explicite des groupes de cohomologie H ifpqc(SpecZ,H).
16
Corollaire 5.2 Pour tout groupe abe´lien de type fini M
H0(SpecZ,M ⊗H) ≃M H ifpqc(SpecZ,M ⊗H) = 0 ∀ i > 1
et
H1fpqc(SpecZ,M ⊗H) ≃ M ⊗ Zˆ.
Preuve du corollaire : On applique le corollaire 5.1 a` X = K(M,n) et on utilise la formule
πi(K(A, n)(Z)) ≃ H
n−i
fpqc(SpecZ, A)
pour tout faisceau abe´lien A. 
Pour terminer, nous revenons sur l’∞-foncteur X 7→ (X ⊗ Z)uni(Z) de l’∞-cate´gorie Toptf≥1 des
espaces simplement connexes et de type fini vers Top. Nous avons vu qu’il est e´quivalent a` l’∞-
foncteur
X 7→ XQ ×XA
∏
p
XS
1
p .
Nous pouvons dire un peu plus. Tout d’abord, notons que le morphisme
∏
pX
S1
p −→ XA posse`de en
re´alite´ une factorisation canonique ∏
p
XS
1
p −→
∏
p
Xp −→ XA,
ou` le premier morphisme est l’e´valuation au point de base de S1. Pour voir cela on introduit l’anneau
ˆ¯Z :=
∏
p Z¯p ou` Zp ⊂ Z¯p est l’extension e´tale maximale non-ramifie´e. En d’autres termes Z¯p =
Wp∞(F¯p). Les Frobenius fournissent un automorphisme Fr de l’anneau
ˆ¯Z. Nous noterons aussi A¯ :=
ˆ¯Z⊗Q. Notons imme´diatement que l’on dispose d’une suite exacte courte
0 // A // A¯
1−Fr // A¯ // 0.
On conside`re maintenant le diagramme commutatif suivant
(X ⊗ Z)uni(Zˆ) //

(X ⊗ Z)uni(ˆ¯Z)

(X ⊗ Z)uni(A) // (X ⊗ Z)uni(A¯).
Le Frobenius ope`re de manie`re compatible sur les membres de droites, et nous noterons par (−)Fr
les points fixes homotopiques de cette action.
Lemme 5.3 Soit R une Q-alge`bre commutative et Fr : R −→ R un endomorphisme de R. On
suppose que 1− Fr : R −→ R est surjectif et on note RFr ⊂ R le sous-anneau des points fixes de F
sur R. Alors, pour tout espace simplement connexe de type fini X, le morphisme naturel
(X ⊗ Z)(RFr) −→ (X ⊗ Z)(R)Fr
est une e´quivalence faible.
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Preuve du lemme : On connait les groupes d’homotopie de (X ⊗ Z)(R) et (X ⊗ Z)(RFr), qui ne
sont autre que les πi(X)⊗R et πi(X)⊗ (R
Fr). Le lemme se ve´rifie alors directement en conside´rant
la suite exacte longue en homotopie pour les points fixes homotopiques de Fr
. . . // πi((X ⊗ Z)(R)
Fr) // πi((X ⊗ Z)(R))
1−Fr // πi((X ⊗ Z)(R)) // πi−1((X ⊗ Z)(R)
Fr)
qui montre que πi((X ⊗ Z)(R)
Fr) s’identifie canoniquement a` πi(X)⊗ (R
Fr). 
Le lemme pre´ce´dent nous dit que le morphisme naturel
(X ⊗ Z)uni(A) −→ (X ⊗ Z)uni(A¯)Fr
est une e´quivalence. Comme nous savons que l’action de Frobenius est canoniquement triviale sur
(X⊗Z)uni(ˆ¯Z) nous en de´duisons un morphisme naturel φ qui fait commuter le diagramme ci-dessous
(X ⊗ Z)uni(Zˆ) //

(X ⊗ Z)uni(ˆ¯Z)

φ
vv♠♠♠
♠
♠
♠
♠
♠
♠
♠
♠
♠
♠
♠
(X ⊗ Z)uni(A) // (X ⊗ Z)uni(A¯).
Ce morphisme φ fournit la factorisation canonique cherche´e.
Nous pouvons donc maintenant e´crire de manie`re fonctorielle en X un diagramme commutatif a`
carre´s carte´siens
(X ⊗ Z)uni(Z) //

∏
pX
S1
p

X
α //
99
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
Y //

∏
pXp

XQ // XA.
Par inspection de la suite exacte longue en homotopie, on voit que le morphisme α est en re´alite´ une
e´quivalence. Nous avons donc montre´ le corollaire suivant.
Corollaire 5.4 Pour tout X ∈ Toptf≥1 le morphisme d’adjonction X −→ (X ⊗Z)
uni(Z) posse`de une
re´traction
r : (X ⊗ Z)uni(Z) −→ X,
fonctorielle en X.
On de´duit de ce corollaire le fait important suivant.
Corollaire 5.5 L’∞-foncteur de sche´matisation
(−⊗ Z)uni : Toptf≥1 −→ ChAff
posse`de les proprie´te´s suivantes.
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1. Il est injectif sur les classes d’e´quivalences d’objets : deux espaces simplement connexes et
de type fini X et Y sont faiblement e´quivalents si et seulement si les champs (X ⊗ Z)uni et
(Y ⊗ Z)uni sont e´quivalents.
2. Pour deux espaces X et Y simplement connexes et de type fini, le morphisme d’ensembles
simpliciaux
MapTop(X, Y ) −→MapStZ((X ⊗ Z)
uni, (Y ⊗ Z)uni)
posse`de une re´traction, et en particulier est injectif en homotopie.
Preuve du corollaire : Commenc¸ons par montrer (2). Notons iX : X −→ (X ⊗Z)
uni(Z) l’unite´ de
l’adjonction, et rX : (X ⊗ Z)
uni(Z) −→ X la re´traction du corollaire 5.4. On de´finit
R : MapStZ((X ⊗ Z)
uni, (Y ⊗ Z)uni) −→ MapTop(X, Y )
par la formule R(f) := rY ◦ f ◦ iX . Pour (1), nous pre´tendons que la formule pour R(f) ci-dessus
pre´serve les morphismes induits en homotopie au sens suivant. Le morphisme
f : (X ⊗ Z)uni(Z) −→ (Y ⊗ Z)uni(Z)
induit d’apre`s le the´ore`me 4.1 un morphisme sur les faisceaux d’homotopie
π∗(f) : π∗(X)⊗H −→ π∗(Y )⊗H.
De meˆme, R(f) : X −→ Y induit une application en homotopie et donc a` son tour un morphisme
π∗(R(f)) : π∗(X)⊗H −→ π∗(Y )⊗H.
Nous affirmons que les deux morphismes π∗(f) et π∗(R(f)) sont e´gaux, ce qui se voit par construction
de la re´traction R.
Ainsi, si f est une e´quivalence, π∗(f) est un isomorphisme. Or, le foncteur qui a` un groupe abe´lien
de type fini M associe le faisceau abe´lien M ⊗H est conservatif, comme cela se voit par exemple en
appliquant le foncteur des sections globales sur SpecZ (voir corollaire 5.2). 
Remarque 5.6 La discussion menant au corollaire 5.4 montre aussi que l’∞-foncteur Toptf≥1 −→
Top, qui a` X associe (X ⊗ Z)uni(Z), est e´quivalent a`
X 7→ X ×∏
pXp
∏
p
XS
1
p .
A Le the´ore`me d’Eilenberg-Moore
Dans cet appendice nous rappelons le the´ore`me d’Eilenberg-Moore (voir [14]) et sa version
le´ge`rement ame´liore´e en termes d’alge`bres cosimpliciales commutatives, dont nous redonnons une
preuve.
Nous rappelons qu’un espaceX est dit de type fini, s’il est faiblement e´quivalent a` un CW complexe
ne posse´dant qu’un nombre fini de cellules en chaque degre´. Un espace connexe et simplement connexe
est de type fini si et seulement si tous ses groupes d’homotopie sont de type fini.
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Theore`me A.1 Soit
Z //

Y

X // S
un carre´ homotopiquement carte´sien d’espaces topologiques. On suppose de plus que les conditions
suivantes sont satisfaites.
1. S est un espace (connexe et) simplement connexe.
2. La fibre homotopique de X −→ S est un espace de type fini.
Alors, le morphisme naturel d’alge`bres commutatives cosimpliciales
C∗(X,Z)⊗LC∗(S,Z) C
∗(Y,Z) −→ C∗(Z,Z)
est un quasi-isomorphisme.
Preuve : Repre´sentons le diagramme d’espaces par un diagramme de CW complexes tel que tous
les morphismes soient des fibrations de Serre. On se place dans l’∞-cate´gorie D(X) des complexes
de faisceaux abe´liens sur X munie de sa structure syme´trique mono¨ıdale usuelle. Notons
π : Z −→ S f : X −→ S g : Y −→ S
les projections. L’∞-foncteur d’images directes π∗ est lax mono¨ıdal, car adjoint a` droite de π
∗ qui
est mono¨ıdal, et l’on dispose ainsi d’un morphisme naturel dans D(S)
f∗(Z)⊗
L g∗(Z) −→ π∗(Z).
Sur un ouvert contractile U ⊂ S, ce morphisme s’identifie en un morphisme entre objets constants
qui n’est autre que le morphisme de Kunneth
C∗(Xs,Z)⊗
L C∗(Ys,Z) −→ C
∗(Zs,Z),
ou` Xs, Ys et Zs sont les fibres de X , Y et Z au-dessus d’un point fixe´ s ∈ U . D’apre`s l’hypothe`se (2)
il s’agit donc d’un quasi-isomorphisme, et ainsi le morphisme naturel induit donc une e´quivalence
dans D(S)
f∗(Z)⊗
L g∗(Z) ≃ π∗(Z).
Nous conside´rons maintenant l’∞-foncteur de sections globales sur S Γ : D(S) −→ D(∗), qui est
aussi un ∞-foncteur lax mono¨ıdal. En particulier, il induit un nouvel ∞-foncteur lax mono¨ıdal
Γ : D(S) −→ C∗(S,Z)−Mod,
ou` C∗(S,Z) est ici conside´re´ comme une E∞-alge`bre dans D(∗) et C
∗(S,Z)−Mod et son∞-cate´gorie
mono¨ıdale des modules dans D(∗). L’e´quivalence ci-dessus fournit ainsi un morphisme naturel
Γ(f∗(Z))⊗
L
C∗(S,Z) Γ(g∗(Z)) −→ Γ(f∗(Z)⊗
L g∗(Z)) ≃ Γ(π∗(Z)).
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Ce morphisme dans D(∗) s’identifie au morphisme de l’e´nonce´ du the´ore`me. Pour montrer qu’il s’agit
d’une e´quivalence il suffit donc de montrer que le morphisme
Γ(f∗(Z))⊗
L
C∗(S,Z) Γ(g∗(Z)) −→ Γ(f∗(Z)⊗
L g∗(Z))
est une e´quivalence.
Pour cela, on conside`re l’e´nonce´ ge´ne´ral suivant : e´tant donne´s E et F des objets de D(S), le
morphisme
Γ(E)⊗LC∗(S,Z) Γ(F ) −→ Γ(E ⊗
L F )
est une e´quivalence. Cet e´nonce´ est trivialement satisfait pour E le faisceaux constant Z (et tout F ),
car par construction Γ(Z) ≃ C∗(S,Z) comme C∗(S,Z)-modules. Par stabilite´ l’e´nonce´ est vrai pour
n’importe quel objets E et F , avec E appartenant a` l’enveloppe triangule´e de l’objet Z dans D(S).
Enfin, supposons que E soit un objet de D(S) ve´rifiant les hypothe`ses suivantes.
1. Les faisceaux de cohomologie H i(E) s’annulent pour i < 0.
2. Les faisceaux de cohomologie H i(E) sont localement constants (et donc constants car S est
1-connexe) de fibre de type fini pour tout i.
On peut alors e´crire E comme une colimite filtrante de ses tronque´s E ≃ co limnE≤n. On a
alors clairement co limn Γ(E≤n) ≃ Γ(E). De meˆme, si F ∈ D(S) est un second objet satisfaisant la
condition (1) ci-dessus, alors on a co limn(E≤n ⊗
L F ) ≃ Γ(E ⊗L F ). Ainsi, pour deux tels E et F le
morphisme
Γ(E)⊗LC∗(S,Z) Γ(F ) −→ Γ(E ⊗
L F )
est e´quivalent au morphisme
co lim
n
(Γ(E≤n)⊗
L
C∗(S,Z) Γ(F )) −→ co lim
n
Γ(E≤n ⊗
L F ),
qui est donc une e´quivalence car chacun des E≤n est dans l’enveloppe triangule´e de Z dans D(S).
Cela de´montre le the´ore`me, en prenant E = f∗Z, resp. F = g∗Z, qui satisfont bien aux conditions
(1)− (2), resp. condition (1), d’apre`s nos hypothe`ses sur le morphisme f . 
B Le topos fpqc
Nous rappelons ici quelques faits sur le topos fpqc, qui demande certains soins de nature ensem-
blistes. Nous notons U ∈ V deux univers de Grothendieck, et supposons qu’il existe x ∈ U qui est
infini.
Soit Aff la cate´gorie des sche´mas affines qui sont e´le´ments de U. Par choix des univers Aff est
une cate´gorie e´le´ment de V. La cate´gorie des (gros) pre´faisceaux sur Aff est par de´finition
Âff := Fun(Aff op, EnsV),
la cate´gorie des foncteurs de Aff op a` valeurs dans la cate´gorie des ensembles e´le´ments de V. La
cate´gorie Aff est munie d’une topologie de Grothendieck pour laquelle les familles couvrantes
{SpecAi → SpecA}i∈I dans Aff (I ∈ U) sont celles telles que SpecAi → SpecA est plat pour
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tout i, et de plus il existe un sous-ensemble fini I ′ ⊂ I avec
∐
i∈I′ SpecAi → SpecA surjectif.
Cette topologie est la topologie fpqc. On note Aff∼,fpqc ⊂ Âff la sous-cate´gorie pleine forme´e des
faisceaux fpqc. C’est encore une cate´gorie V-petite, qui posse`de tout type de limites et colimites
U-petites.
On dispose d’une adjonction
a : Âff ⇄ Aff∼,fpqc : j
ou` l’adjoint a` droite j est le foncteur d’inclusion, et l’adjoint a` gauche a est le foncteur de faisceau-
tisation fpqc.
Une des proprie´te´s remarquables du topos Aff∼,fpqc est la suivante.
Proposition B.1 Le foncteur a commute aux limites de´nombrables.
Preuve : On sait que le foncteur a est exact, et il suffit donc de montrer qu’il commute aux produits
de´nombrables. Pour cela, soit {Fi}i≥0 une famille de´nombrables d’objets de Âff et conside´rons le
morphisme de faisceaux
α : a(
∏
i
Fi) −→
∏
i
a(Fi).
On commence par remarquer que ce morphisme est un e´pimorphisme. En effet, soit X ∈ Aff et
(xi)i≥0 ∈
∏
i a(Fi)(X) une section de
∏
i a(Fi) sur X . Pour tout i ≥ 0, il existe un recouvrement fpqc
ui : Yi → X et un e´le´ment yi ∈ Fi(Yi) tel que l’application canonique Fi(Yi) → a(Fi)(Yi) envoie yi
sur u∗i (xi).
Notons Yi = SpecAi, de telle sorte que Ai soit une A-alge`bre fide`lement plate. On conside`re la
somme infinie dans la cate´gorie des A-alge`bres commutatives B := ⊗i≥0Ai. Comme B peut aussi
s’e´crire comme une colimite le long de N, du syste`me (n 7→ ⊗0≤i≤nAi), on voit que B est encore
une A-alge`bre fide`lement plate. On note Z = SpecB, qui est aussi le produit fibre´ de la familles des
Yi → X dans Aff , ainsi que pi : Z → Yi et p : Z → X les projections. Alors, on voit que l’e´le´ment
p∗(xi)i≥0 ∈
∏
i a(Fi(Z)) est l’image de l’e´le´ment (p
∗
i (yi))i≥0 ∈
∏
i Fi(Z) par le morphisme naturel∏
i Fi →
∏
i a(Fi). Ceci montre que le morphisme α est un e´pimorphisme.
On proce`de de manie`re similaire pour voir que α est un monomorphisme de faisceaux. 
La proposition B.1 implique en particulier que les produits de´nombrables sont exacts dans la
cate´gorie des faisceaux abe´liens. De cela de´coule le corollaire suivant (voir aussi [1] pour la notion de
topos replete dont le topos fpqc est un exemple).
Corollaire B.2 Soit
E∗ : . . . // En // En−1 // . . . // E0
une tour de´nombrable de pre´faisceaux abe´liens sur le site fpqc des sche´mas affines. Alors, les mor-
phismes naturels
a(lim
n
En) −→ lim
n
a(En) a(lim
n
1En) −→ lim
n
1a(En)
sont des isomorphismes de faisceaux abe´liens (ou` les membres de droites sont calcule´s dans la
cate´gorie des faisceaux fpqc abe´liens et ceux de gauches dans la cate´gorie des pre´faisceaux abe´liens).
De plus limn
ia(En) = 0 pour tout i > 1.
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Les re´sultats pre´ce´dents posse`dent une version homotopique pour les champs. On conside`re l’ad-
jonction d’∞-cate´gories
a : Fun(Aff op, T opV)⇄ StZ : j,
ou` j est l’inclusion et a le foncteur champ associe´, que l’on sait eˆtre exact. Nous travaillons ici avec
des champs hypercomplets (voir [10]), c’est a` dire que les e´quivalences faibles de de´tectent sur les
faisceaux d’homotopie. Ainsi, la proposition B.1 implique-t-elle que l’∞-foncteur a commute aux
produits de´nombrables, et donc a` tout type de limites homotopiques de´nombrables. Un conse´quence
importante est le fait que l’∞-foncteur
TopV −→ StZ
qui a` un espace associe le champ constant correspondant, commute avec les limites homotopiques
de´nombrables.
Le cas qui nous inte´ressera particulie`rement est le corollaire suivant, qui est une nouvelle in-
terpre´tation des re´sultats de [15].
Corollaire B.3 Soit X un espace simplement connexe et de type fini. Soit X −→ Xp son comple´te´
p-adique et notons encore Xp le champ constant associe´. Alors, pour tout corps de caracte´ristique
p > 0, il existe une e´quivalence canonique de champs fpqc sur Spec k
Xp ≃ (X ⊗ k)
uni.
Preuve du corollaire : Comme (X ⊗ k)uni est obtenu par changement de base de (X ⊗ Fp)
uni
il suffit de traiter le cas k = Fp. On rappelle que Xp est caracte´rise´ par le fait que le morphisme
induit en homotopique πi(X) −→ πi(Xp) fait de πi(Xp) le comple´te´ p-adique de πi(X). De plus, le
morphisme X −→ Xp induit une e´quivalence sur les k-alge`bres cosimpliciales de cohomologie
C∗(Xp,Fp) ≃ C
∗(X,Fp).
Ceci nous donne, par adjonction, le morphisme canonique
Xp −→ RSpecC
∗(Xp,Fp) ≃ (X ⊗ Fp)
uni.
Sur les groupes d’homotopie, ce morphisme induit le morphisme canonique
πi(Xp) −→ limn(πi(X)⊗ Z/p
n),
ou` la limite de droite est prise dans la cate´gorie des faisceaux fpqc et le membre de gauche est le
faisceau constant de fibre le comple´te´ p-adique de πi(X). Le fait que ce morphisme soit un isomor-
phisme de faisceaux se de´duit de la proposition B.1. 
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